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Im Beginne der in dem „Jonrnal fUr Mathematik, Band CXXIV 
Heft 3" veröffentlichten Arbeit über „Die Prineipien der Mechanik fllr mehrere 
nnabbängige Variable von Herrn Leo Koenigtierger** spricht der Herr Ver« 
fasser die Möglichkeit der Aufidehnnog der ron demselben behandelten 
Probleme auf den allgemeinsten Fall ans, und zwar auf Gmnd der io den 
„Prineipien der Hechaniii*^*) dargelegten Geeichtopankte. 

Es soll im Folgenden der Versach gemaoht werden, die in jener 
▼orkin citirten Arbeit behandelten Httlfeütae, die sieb meistens anf beliebige 
kinetische Potentiale enier Ordnnng mit swd nnabbltagigen Variablen be-. 
scbriokeDf anf den Fall für Potentiale höherer Ordntug mit mehreren nn- 
abbüngigen Variablen anssndebnen. 

Es möge hier der ^ülfsati 1" in. aller Kürze angedeutet werden: 

„Seien /„t^, unabhängige, puPn...fp^ von diesen abhängige 
Variable, und werde 

beseichnet, so gilt zunächst fUr jede Function 

nnter der Voranssettung der Variation derGrOesen pi«:.pjt und deren Ab- 
leitungen, die Beaiebnng: 



*) Die Prindpiea der Mechsnik, Mathemstiache ÜatenttchuogeD vod L90 £ibii<)»« 
berger, Prof. an derÜnirantSt zu Heidelberg. Verlag von B. G. Teabner, Leipsig 1901. 
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da aber 



(2.) 



v,M•'."•V|■ 
l», Im,! ... w,! 



(3.) 



wenn deu höchsten in ü vorkommeudeu Werth von bedeutet, 
und ferner 

^(ra^T^öi:« ~ dpi''-«" 

ist» to folgeui yermöge der Besiehiing (1.) dmcli Vergleiohnng der Coetfi- 
cienten der Taiiationen von and deren Ableitnngen, Relationen 

swisclien den DiiFefentialqiiotienten von A, wenn Bie erat naeh <i, ^...1, 
und dann naeh den p nnd deren Ableitungen, oder erst nacb den p und 
deren Ableitnngen nnd dann naeh den I genommen werden, annichst Be- 
aielinngen, welche dnroh Gleiehfletaen der Goeffieienten von 

entstehen, oder was dasselbe bedeutet, es soll für die nächsten scclis Be- 
ziehungen die Function R nur als abhängig von Z,,/., ' 
p/"" -^p/"" •"\p/'"-%P.^' gedacht werden: 



1. 



II. 



d rgw, + 1.1,+ • +f», ß-i ^m: + «,.(. . . + r 5ß 1 



III. 



pr- löcäc'.T.öc* J 



4- m t 



Lapr"-"0 



r^«i. 



IV. 



J. ,■9.«, +»«, -f- ß ^ 



+ 1.2 öt;'-'öti^>^;_ö^»[dp,V 



V. 



a f- + + /? -| 5«, 4-11»,+ - -»-i«., p 



VI. 



(im...») 



^1») + mt + • • • + «" j — 



dl^-^dl?' ...dt 



4* Ml W] 



Qtm,~l 0^3«..,. ,51»., L ÖpJ 



Nimml man an, daas 

so werden tloh im Anschlnsa an Fonnel II. und IV. S. 3 folgende Be- 
nehnngen ergeben: 
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+ 

worin ('^'))('2)' "''G') l>»lnnnton Biaomialeoeffioienteii bedeuten. 

£ft gelten TOistebende Fonneln ittr den Fall, date X<:iiii angenommen 
wird; ist so ist wohl zu berttckaiehtigen, daas die Entwiekelnng 

fiHher abbricht; iat a. B. iL ^ m, + so würde die betreiFende Formel mit 
dem Gliede: 

abbrechen. 

Unter der Voraassetzung, dass iu ,die Fnnction R die folgenden 
partiell«! Ableitungen von p^: 

«(100... U) _(1MÜ...I0 _(U»...I»I) -,lJUJ...O) _(«<Ü...U) «(«J...«) 

r# » F« 1 •••» P » P » f ?•••»/' 

eintreten, gelten naehBtehende Formeln, die analog den yorbergehenden ans 
der Relation (2.) S. 2 gewonnen sind. 

Im AnschloBB an Formel II und IU S. S wird 



und als Erglbiznng yon Formel IV und V. 
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+ W3 



amt»%4 r an -I 3^ ■*•**»•«— ra/t-j 



Hingt die Function ß ab von den x unabhängigen Variablen /„f,...<., 
und treten die Ableitnngen der abhängigen Variablen p, bis zu p^'- »«••••'») in 
die B^nnction R ein, ao werden folgende allgemeine DifferenUationsformeln 
Geltang haben: 



vn. 



+ ... +w. 



^n, + NT, + + — 1 



^m, ^ >4> Uly — , 



+ n*i ^ - 1 Q - 1 a 



'^-r ^« 1 



+ - +«1 m, -^^ - 1^ ... öc^-^ Löpi'^' ',t.7k— ir^)J 

+ TO-..«- 1 ; I I 



.WA a^+«»-l-m,-» r dR 1 

"^V2-'air''*a^...air4öp^-"*-''«JJ 
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•-*-'"x-> dR 1 

, /mA a.h«f»»f...f«».-3 r dR T 



Als Beispiel für die Boebeii entwickelten Differenliationsgesetse möge 
Folgendet dienen: 

Ist R=p'^ • worin p = fix, y, «) ist, so wird unter Berüek- 

sichtigang jener eben entwickelten allgemeinen Diifecentiationsfomiel VII. 
fttr den Fall, dass 

m, n 1, m, » 2, in, » 3, V| » 0, ^i^O, ^,«2, «n = 0, 

angenommen wird, folgende Beziehnng statthaben: 
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Entwickelt man diese Posten der Reibe nach, bo wird: 

!Ji1S^1: - « -_££- j-d^p . o __£!jP „ 

. 8«p ö'p ■ o a'p . a»p a«p 8> a'p 



Es wird ferner: 

dit 



^'[a[|f] ]_ a^p ^öp a«p , » dp e^p 

.dp ö'p xa^'p ^'p , A ö»p .2 a»p . a*p 

+ 2 . '^*P 4- '^'p . ^'P- + 4 ^'p _^*p __ j_ 2 — P- . 

.9_5«p . a'p a> ^e'p a*p ,0^ a-p 

" UpJ dp d*p . «av __^jp . oilp. a*p 

. av a»p . ^ a'p_ a> ^ a'p ay a> a*p 

A a'p a*p . a*p a*p , dp 
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and endlfcli: 

ö r 1 

Idxdydz'i _ B^p dp d'p dp d*p 

a[5^J " ^ d»d9*d»* Ö» • d«öpciir« "^^d^' d»dyd%* 

. |Q ^'P ^'P .OÄ ^'P t^'P »Ilt^'P ^*P . J <9*p d*P 

*^ Öxö»* oj^'ö«"*"^" dxdydi' dydi^ d»» 'exö/Ö«"*"* a»* * öFöp 

Durch geeignete Addition ist ersichtlich, dsss 

ist, welche die Gültigkeit der Bezietmiig (1.) 8. 7: 

_d r 1 _ ^* _ r SR ] r BR ] 

g-^...«) Lai» öl» ö|. J - öif^Yj. ö<» Ldptyw^ -.^J + i> ^i; d<» a<; Ld|»*«W "«»J 

■ ^ 

bestätigt. 



Im HttlfBsatE 3 sind die Bedingungen angegeben, denen eine Fnnotion 

r C'n />■ P: . . • p,. pt-'' pT'-'" pr-"'o 

unterworfen ist, falls dieselbe Function sich darstellen Iftsst als eiru Summe 
von totalen nach den ^„<j, genommenen DiÜ'erentialqnotieiitru von 

Fanutiouen wi derselben Grössen /„ ^, d. b. also, worin f der Bedingung 

CIO ^- T <,^+ -+ dC + «' 

genügen und m nur noch von den l-GrSssen abhiingen soll. 

Es ist in jenem Psragraphen der Fall dnrcligeffilirt, dass / (also anck 
die mg) nur von den entern partiellen Ableitungen der p. abhttngt und nnr 
zwei nnabhängige" Variable Ij und la angenommen sind. 

Dann hatten sieh für die wi mit Benutzung des ersten Httlfsatsea 
folgende Beziehungen ergeben: 
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a ' d / a», \^ a / i<o,N «i / a«, \ 
apr ^ dt^r dtr^dpfO^ apS"' w<,>' " rf<i W"*^ 



^ apr' 



.woraus sieb die Identität ergiebt: 

a /äta^^. d d ^dfü^\^ d d /rfw, 



Dieselben Beziehungen gelten fUr die Dlffercutialquotienteu 



dü)f 
~dl , ' 



woraus fol^rt, das« /" selbst einer solchen Differentials"! eichnng identisch ge- 
nügen musfj, wenn es in der Form (1.) Ö. 8 darstellbar sein soll. 

Nehmen wir an, dass f ausser von den /-Grössen nur von den 

ersten i)artiellen Differential quotieoten der abhängt, 80 lautet 
die Bedingungsgleichang für f; 

^ _ d _ r?f _ d_ _J)f_ _ _1 _ ^/L 



dp, dli dpi 



dh dp] 



= 0. 



» = 1, 'j . 



Für den Fall, dass die zweiten partiellen Dilierentiabiuotienten der 
p in die Function / eintreten und nur die beiden unabhängigen Variablen 
Ii und ti angenommen werden, muss falls es in der Form: 

, ^ du,,ih,h.p,.pr\pr\pr\pr\ pn , i<a>»Ou/^p.pr... pD + « , x 

darstellbar sein soll, der partiellen Differentialgleichung: 



(3.) 



dp. 



IL 



dix dpr* dh ap! 



IL 



+ 



5r 



dhdtt öpi"> ' dijapr 

identiseb genfigen. 

Nehmen wir aii| dass die Function f in Bezug auf die partiellen Ab- 
leitungen der p von höherer (y-ter) Ordnung ist, sind ausserdem k unab- 

2 



Digui^uo Ly Google 



10 



liJIiii^ Variftble TOnnagesetEt, so wird aicli yennöge des «Ug«ineiDeii 

DifferentitttionsgeBetees VIL (S. 6) Httlluts 1 folgende« System von 6e- 
xielmngeii fttr die Ftinetionen ergeben: 

3 dw, d 5ft>, ^ d d &», , ^w, , d d 



dp. dt," dl, dp, ' apr-" rf». " rfi, a^r-'' öp. * apr-'* rfi, " dt, dpr"-"* 

a dcj, _ d 3a), a dm, d ö d», 

öpr rf«, ~ öp<"*^'"'öir-'"*<if, <«. dpr"»'*ärf^irr 

_ d ^^o^ , 3fa/, ö dw, _ d g<ü^ öctf, 

~ rff7äpp^ äpT^' öpj*^-"* dii" öp?*»"-*» apj«"-«« » 

d da>, d dco, dt», d dw, d dta, 



a dw, _ d a«), 3 lii^. _ ^''^1 1. 
' "ä^F^rfiT "dTapr-""*' 'dir-^~ Ii; " di^d^^ ^ di^ ' 

8 doi, _ d CO), £ dfc>, d dta, d dw, 



d doi, . öto, 0 dm^ _ d di», 

di^ap?*"-"* +^p(u«.,.«.>» "•apc«...«»):^^;^ 

dco. d 



I am, 



dl, apf ""'' ' apr-"*^* 

a d(o, d Oft), 



dpr-*» ^ rf*. apr-'« ' dpr-'^' apr**-'« d<, ~ d*, apr"-"' 

g da», _ _d_ dta, , a da», d dta, dto^ 

■'apr-""» dl, ~ df, apr-'"''' "*api""*"*" dl. " dl, apO""-"' ■^dpf""' -'«' 

a da>, _ d a<tt, 



dt, dpi 



A»...U11I}> 



d(o, 



do). 



6o>, 



dpi"" dt, dt^ dp'i''"'- '''^'^ dpp-'"'"' '''''^' 

Es miiBB daher Wt und demnach aach a»,Ws'*>o». der Gleiohang (4) 
identisch genttgen: 

8 / d<ai\ d 8 /''^''iN d 6 /d(Oi\ 

dp,uti) " dt, äir-"' ^dti) ~ d*; \dti) 



d 

dt. dpi' 



8 • /dw).\ 



dli/ dt, dt, dpi 



(uu 



/dwi\ 



_d' c ,dlül. 

'^'"^ dt, dt.dpii:L^Uti) 
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(4.) 



a- a /dwiv , o" o ^aun\ 

dt^ dt, bp." ^~du) ^ dil öpf^ ^dti) 



dtl dpi 



9 /dm\ , 



d 



+ etc. [l = 1, 2, 3 •••x]. 

Und da von v-ter Ordnung Bciii aoUte, bo miUB dieselbe FnncUon, 



falls aie in der Form darstoUbar: 

(5.) 



- dio. , da), , , , dtüg , 



worin tu wiedemm nnr /«GrOBBen enthält, der DifferentialgleiohaDg (6.) 
genügen: 



(6.) 



Bf 



Bf 



df__ 

^ dtl öpf ^ ^ 



.1. — 



d» ar 



<fii apr -"^ ^ dt, dt, apr -" 



+ "• + 



Bf 



dt^-xdt. apr-*"'' 

• • • — |- • • ■ — • • ■ « « « • « • 1— Ji*. « « « • • • <m|* • • » 



Id/r ßpr"--"»^ ^ d/: öpi^ 

Oder es mass die Jb nuctioo / der Bedingung unterworfen aein: 

d* Bf 



(7.) (-ir-?A -s,, 



0. 



Von der Umkehrnng dieses „dritten Uulfsatzes" soll später nur jener 
Theil zur Anwendung gelangen, welcher für die Durchführung des „vierten 
Hüliiwtzes'* von fiiterease ist 



2* 
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Im „HfllÜMls 4" sind die notwendigen und binreiclienden Be- 
dingangen angegeben für die Existenz eines Icinetiscben Potentials böberer 
Ordnung von beliebig vielen abhitngigen und nnabbSngigen Variablen. 

„Die notwendigen Bedingungen daltir, dass /c-Functionen iVi,lV2***JV^ 
▼on ti, ii,Pi>Pii'"iP^ und deren Ableitungen existiren, welcbe durcb eine und 
dieselbe Fnnetion 

M von -f^.pi'vr -rivr^r^ 

sieb in der Form: 

^ dm d BK d BM 



di, dj^ dt, dp^ 



dp, 

ausdrttcken lassen, sind folgende: 

iV« miiss die Ableitungen linear eiUhalteu, ferner musö 

iV. den Bedingungen genügen: 



(2.) 










dNi 
dp?'' 




(3.) 








ItJ) ~ 


^^\ . 

op. 




(4.) 










am , 




(ÖO 




- 2 


d 

dt, 


SN, 


d dN, 

dl, api"^ 


dpi'"* ' 


(6.) 


dpr^ 


-2 


d 

dt. 


6pr 


~dt, Tp^'' ^ 


ü'A", 



und 



(7.) 



ajy« d BN, _ _d_ BN, , ^ BNn . BN^ 
Bpx dt, Bf^ dt, öpn dt\ a^r» rfl, d*. öpi"> 



ÖA'i 



Und für den Fall, dass nur eitte abbttngige Variable voransgesetzt 
wurde, waren nur folgende zwei Bedingungen, die sieb aus (2) bis (7) er- 
gaben, ssu befriedigen: 

d BN 



(8.) 
(9.) 



2 öA' _d_ _dN_ . _ 0 

^ Bf^ " rfl, Bpt^ dt^ öj»»« ~ " 

Q 2 J_ d _ 

^ ^) ~ ^ rf I, Öp8^ " rflT ~ 
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Es soll für die nächsten L'ntersnchungen angenommen werdeu, dass 
die Function M von den GrÜssen: 

abhängt; es fragt sich, wie jetzt die Bedingungen fUr die N, Functionen 
lauten, wenn sie sich auf die Form: 

dia d 6M d dM , d* a* 



(10.) 



dp, dt^ ep 



(lU) 



dt 



d' 



dl] dpF 



^ dt, dt, 6//i"^ dt\ dpT^' 



bringen lassen sollen. 

Es werden für diesen Fall analoge Beziehnngen gelten, die mit Hülfe 
der schon entwickelten Differentiationsregeln des erHe» HUlfsatzes her- 
geleitet sind: 

Da die »weite» partiellen Differentialquotienten der iV. nach 
zu Null werden, wie aus der Form (10.) ersichtlich, müssen zunächst die 



Ableitungen pl,*', p 



Flur Virifiir in die Funclioo iV, eintreten. 



Durch wiederholtes DilT i( iiliiren üer Form (10.) nach den einzelneu 
partiellen Aljieitungcn der und /' wt^idtn sich ferner folgende Be- 
ziehungen bilden lassen, die neue Bedingungsgleichungea fttr die iS^- Functionen 
liefern werden: 



(11.) 



dpi"> 



d'Jf 



dp'iT'dpr 



öpi"^öfii"' ~ dp 



dNi dN, 



öp<"> dpr öpr dpi"> api'« ' dpp ~ dpr'dpr> 



BN, . 

öpr' 



und 





dJi* 


öpj?^'" 


öp^apr 




a*ir 




ap^ap^ 



d a'if a'Ji a'g 

ap?«apr dii äp?«ärf^ apr^pr apf epf» 



a»jf 



a*ff 
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Daroh Addition d«r Gldobungmi in (12.) and mit Bentttsiing der in 
(II.) gegebenen BeEiehangen wird der Forderung: 



(13.) 



geoUgen uiiissen. 

1 ei ner wird sich, da uumittelbar folgende Beziehungen durch Differen- 
tiation der Form (10.) hergeleitet werden können: 



dpi 



dp, dpi 
d' 



dl, dp): 



+ 



dpL 
d* 



+ 



dhdvT^dpi ' dti dp'rep, 

c'.V 



d_ dS\_ 
dhdpr' 



dhdhdp\'''dpi ' dtldpi öp,' 

du'dpr dp, dttdpr'dpi''^' 

d* d'M 2 O'M 

dii dpT^dpi 

dt, dh dp'i'^dpx ditd& öpr öf,r' 

d B'M . d^M 



dlidpf^Öpi 



Ml 



diidhdpi''^ apr 



dh Bp.cpr^'^ dt,dt»dprdpr\ 

d_ d*M 
dii dp^ dpi 

d* d'M 



+ 1. 



(üi) 



+ 



d* ÖJV. 



d* a'-tf 



dtl dh dp^ 

d^ <IM 

<"> dp* 1*4 apröpf' 



- 2 



d» a'Ä 

d<»d^ a/>l''>apr 

d» d'M 



dh Qpn 

3*91 



CG) 



dpi 



dii öpf« ~ dii dp. öpr rfd apr öpr dtl öpi'"^ ap^i , 

<i» a^f d' ^»jf , 9 iL _ 

" rf*? dr, apf ' apr apf > apr ap^ api'"^ 

<r _ö*jif_ ^ _d*^ _ d^M_ d» _ a»w 

dtidh Bp\ 



rf*? dp^J"^dpi " dridi, apV'^apf» diJdia api">api'"^ 



a'w 



+ 



<!• ajv. 



d^td^ dpr^Bpi""^' 



d» 



d'M 



dudh Bp^ dhdk BpM'^ dtldh Bpü^dpl''^ dtidh aprapf» 



dt, d& apr» apl"' dti dtt BpT^ apr ^ *? api«« api»> 
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tfi^ii«, öpr» *** öpL"^ örf^ dftd^ öpi"^öpr 



^ dUdh af»i"'d|»i"" ^ dtidh Bp^^dfi ^ dhdA dvT' öpi"^ 

BN^ d* d*M d* .d'» d* ö*ir 



öpr di^dp.dpr dhd^dpiTdpr d^aptr^apP 

. d' d*M , <!♦ d*M . o <»• ö'* 



^ dfi rf4 api"> apr ^ ii4 a^r a^r ^ <id apr apf" 
4. ^' 



d^ap^'^apA» 

£. öw. • Ii» a*if ö a'if d' a*ji 

dl? "äJF " 52 äS'^ärf^ ^ dl? apr apP di? apr api"^ 

d« d'JT 



dijdii dp^^'^dpr' 

d' aiy, d' a«jif d* a'n » d* a'if 
dü dl apP" " dij dh apir api"> d^ di dpS"'apr ^ dii di^ apr api"^ 

d^ a'if d* a'ir d* a'y 

ap^apr ii^iiÄ apS« apl"' d^di* afFöfF 
d» a'jf _2 



d<?dfe ap?'>apr " d/?dj5 apf» apf' 
aw, d« a'if d« a'ir ^ d* a'af 



d/» dil dp?" ~ dl. diS apr apr ^ rf«, rf4 apr apf " dÄ dd ap?*» 

d* a'ir d' a'if d' a'if 

" dl. di apL"> apr dg d^ arf^äSF " rfi» <i4 ap^^aiSP 
_ 9 a'if _ d» a'M . 
^ dl. di apr app" did? ä^räJS?» 
d» a/v, d' a'if d« a*M g d* a'n 
d2 äiJF didpf^>apr di^di ap'^'^apr ap^apr 

dilap^apr* 
d^ aw^ d^ a'if 
d/} apr ' dtUp^^apr"' 
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J. g«l. + m. + -».,-2 p dR -1 

^wj+i^-... +111,-9 r dil 1 

4- 4- m a«.-fm.-H-+,»,-3 j- a/t -i 

r 1 j_ _i_ 

Lapi""""-"'^J 

^Vy,Ay,Ay,_,Ay.>' air'"'''afe"""''a<r"" ...aCii*""«-'«'?"'* UpJ* 



Als Beiqiiel fttr die soeben entwickelten DiflferentifttionsgeBetBe mttge 
Folgeodee dienen: 

Ist ^ = P ' ^ ' -ß^i worin p = f (x, y, 4) ist, so wird uutci- Berück- 

8ichtignng jener eben entwiekelten allgemeinen Differentiationeformel VII. 
fttr den Fall^ dass 

M,»l, m2s2, «1 = 3, y,«0, v,«0, y,«2» »f,«f', 0, 

angenommen wird, folgende Beziebnng statthaben: 
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1 wN*Vi£R$-T 



Entwickelt man dieae Posten der Keihe nach, so wird: 

a.r-i« I 



dxdf'S»' '"P dx df* ö»* ^ a» ' ÖM* d* 

dp d*p . . a> .o_ö> a> a> _dy 



+ 2 



aVö^ * äf ö»* a/ ■ dsd» 



4 T 



d»*dy a«dya«* ^ d«a»' df'd«* 



^ * af»a» ^ ° a«aya» aya»* ^ * a»' d«a»»a» ^ ^ a^'a« 



a*p a»p 



Es wird ferner: 

dR 



^La[| ^3J a'p . ^ep ap 
^Fäpa»» '^'^^äfW*' a« 5iafW af * 5»SfS7 



+ 5^ 



Öp oV 



ö*p a»p 



a*p 



a*p a'p 



a**afW''^a»' a»a/^'^*^ä^ a«aya«» '*'^a*a» J^w 



a*p , a'p a»p 



dwdy dyd»*^W a»«!»* ^* a«»df a»afa»»^'*a«a«' a>« ai» 
■ g a*p a«p , . a'p a> ^a'p a'p a*p a> 



a*p a*p 



ap 



a* f ^ ^1 

^ iapJ _ ap a'p . 2ö>,_3V_ . o ö»? 
d>ay*a» " a • ' ä"»Sf*^a»» ^ "a** a« a jf«ai> 5yai * "a* dy a»»' 

.a'p a> . a'p „ _av_ _a>_ _a^__a^ 

5¥ä» * af*ai' a?af ' ä«^a»' ^ asrai' ' a^'a«» a«a»» ay«a» 

, o a*p a*p , a'p . a'p . dp 
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und eadllcli: 

a.ft ö'p a'p , Oft ^'p ö*p > a'p ö*p 

' dyö»* dy* "^FWi'*^°^d9dt*'dxdyd^^^^^^*' dy'd%* 

Darch geeiguete Additiou ist ersichtlich, das« 
ist, irelcbe die GttltigkeU der Beciebnng (1.) 8. 7: 

a r d 'R 1 _ a* r an i o a* r a« i 

^p(i«»...u) Löi; ^ij a<' J " aij öij di\ Lapc«w" "'oJ ^ dij at* dt\ Loji«*^-''>J 

bestätigt. 



Im HttUtoate 3 sind die Bedingungen angegeben, denen eine Fnaetion 

/ \^{,, i.. . . . , f^. p, p. . . . p„ p^ Pj p,, ; 

unterworfen ist, falls dieselbe Function sich daistellcn lässt als i iitc Summe 
von totalen naeb den ^, /.,...,/, genommenen iJitierential(]uotienten von 
Fauctiooeu derselben Grossen /i, . . /„ d. b. also, worin / der Bedingung 

genttgea uod m nur noch von den I-Grdssen a1>hflngen boU. 

Es ist in jenem Paragraphen der Fall dnrehgefilhrt, dass f (also aneh 
die ioj) nnr von den enten partiellen Ableitungen der abhftngt und nnr 
swei nnabhlbigige' Variable fi und I2 angenommen sind. 

Dann hatten sich fttr die 10a mit Bennteang des ersten Httlfsatze» 
folgende Beziehungen ergeben: 
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(2-) 



.woniis Bicli die Identität ergiebt: 

dp. ^liu) ~ dti dp^ \dti)~ dh öp^"" W>' 'dii ^ilh) 

dl, du dp^ ^dij'*' df, apr ^dtj 

Dieselben Beziehungen galten für die Differentialquotienten 



rffl>,,, //Wj 

dl dl. 



d(i>„ 

dl. 



woraus folgt, das« f selbst einer solchen Diflferentialgleichung identisch ge- 
nügen muss. ^cnii es in der Form (l.) S. 8 darstellbar sein soll. 

Nelinien wir an, tlass f ausser von den /-Grössen nur von den 
ersten partiellen Differential qiK tienten der ^ abhängt, so lautet 

die Bedingungsgleichong für f: 

df _ df^ d^ df _ _ _ ^ Bf_ 

dh dpf-'' 



dh dpr-'"' 



= 0. 



dt, öp?" -'"^ 

I = l,7...,u. 

Für ihn F ill, dass die zweiten partiellen Differential(]uotienteii der 
p in die 1 uncLiou / eintreten und nur die beiden unabhUn<;igeji Variablen 
<i und angenommen werden, muss /", falls es iii der Form: 

f _ di.^ih,h.p^pr\pi'^ i^\p^\ pn . dmituh^p^pr^^- pD + ^ , x 

' - dt, ^ du ^f»{,hh) 



(3.) 



darstellbar tein soll, der partiellen DiffereotialgleiGhiiiig: 

il _ J__df__ d__^, Ü. _o!L 

dp, dh apr dh apr dA 

^ dhdh öpi">^ dfe'apr 

identisch genflgen. 

Nehmen wir an, dass die Function f in Bezug auf die partiellen Ab- 
leitungen der f von höherer (v-ter) Ordnung ist, sind ausserdem k nnab- 

2 
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hüDgige Variable Yoraiiag«Betst, so wird tioh 7enn9ge des allgemeineii 
DiiCeieiiliatioiiBgeset«« VII. (S. 6) HtllftatB 1 folgendes System von Be- 
aebongen ittr die «i, Fanctionen ergeben: 

dp, dt, dt, dp. ' dfF^ dt, " dt, öi»r-'' dp, ' apr-" dt, " dt, dpr-"^* 

d — d du, d du, _ d gin, 8«, 

'd^^i dt, " dt, öpi"-« ' öpr*""» rf*. ~ d<, apr"-"»"^ apr-"*' 



öpr dt, " rfi, apr ' apT'"'"' apr -'^' dpr-"* di, 



dü}, 



.(1UIU...<Q 



+ 



ÖOJ, 



a«. 



3^.«...«., api«..-«') ^ öpi* "*"^ ' apr""'*' rf/, dt, apr" 

* " ä^r^^ rf^ " apr-""*' api^-'« rf«r " äir^ apf- ** 
äjr^äiT dt, dpr -"^' * "äiF^"*> dt, " dt, apr- "* ' apf d<r 



<if. apf ' api*"* "'*'*' 



ö d<o 
dm. 



Ii«, apj 



(iaM...ti» 



dt, dt, apr-"*^^ api"-™»' 

a rf«>, rf c'w, 

apr*"*» d<r " rfiT dpr'^ ' 

a da», d a<tf, aci», 



" dpr-"*^' A apr -*""' api*'»"- di^ di, api""»-"* ^ apr»"-"' 



a dw, 

' dpr--*^'^~df. 



a», 



rfl, öpj 



,(l«...unij s 



dp^''—''^ dt, dl, dp^''"'- ''^ ' dp^'-'"*'-*'^' 

Es mnfls daher t»i nnd demnach auch 0^01« der Gieichnng (4) 
identisch gentigen: 

8 ,duti\ d 8 /dwxv d 8 /d(Oi,\ 
di,Uti) ~ dt, äpF'"' ^ätj ~ dil df^r--^' ^dli) 
d 8 • /■dwi,\ . d* 6 

dt, ~dpr~'' ^dt,) ^ dt, dt, d^''^-'' Id/iV 



(4.) 



+ ••• + 



d« 



dt, dt^ dpi 



■j::^^dti) 
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(4.) 



, O' O ydO}X\ _L ^ /»fix 



dm 



'du)ly 



+ 

• • • _ _ _ . _ f . ^ » » « • « • • » » * » P • ■ « 

. d'j; d .duji^ d"" d .diü,^ 

^ dtVdt^ öpf»-»'»"«okrf,,; d/^i-,'d(i apr • '*'""^wir>' 

+ etc. [i= l,2,3--4 

Und da ^ von v-ter Ordnung «du aoUto, so ma«B dieselbe FonctioD, 
falls sie in der Form darstellbar: 



(5.) 



/=dt; + 



worin ut wiedemm nur I^GrOaeen entbttU, der Differentialgleicbnn^ (6.) 
gciiUgen: 



(60 



Bf 



df 



d 



Bf 



dp, dl, apr-" dt, apr-** 

■Ii • • ■ 



^ ,\m ^ 



df 



dtl dp«*»- 



Ii' df 



da dpf"-'^ ^ dt, di, dp'r-*^ 

d* 



df 



■i^m • • • • « • » * ■ «1«» • • * V«» • « ■ « • « «V * * « • • « 

d" df j , d' a/- 



^'^ Mdir apl""-"»^ ^ d/: apr -^'M 

Oder es moss die Fauctiou / der Bedingung unterworfen sein: 



(7.) i-iy^x 



= 0. 



Von der Umkehrung dieses „dritten HUltsatzes" soll später nur jener 
Tbeil ZOT Anwendung gelangen, welcher fUr die DurcbfUhrung des „vierten 
HttlMses'* Ton Interesse ist 



2* 
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Im „HttlÜMitK 4** dod die notwendigen und hinreichenden Be- 
diDgungen angegeben für die Eziatens eines kinetieohen Potentiale höherer 
Or^nng von beliebig vielen abb&ngigen und nnabhXngigen Variablen. 

„Die notwendigen Bedingungen dafür, dasB j»-Funetionen iVi,/V,«*JV^ 
Ton fi, it, pi, pti'"yP^ nnd deren Ableitungen existiren, welche durch eine und 
dieselbe Function 

M von --/^^pr^r -/»rfrpr^ -pT\ 

sich in der Form: 

aafldrticken lassen, sind folgende: 

JV, miisä die Ableitungen linear enthalten, ferner muöa 
iy, den Bedingungen geuUgen: 



(2.) 
(30 
(40 
(&0 
(60 



- 2 
-2 



' (in) 1 



dt, dpr dl, öpi"> 



nnd 



(70 



apL»^ ' 

6A', 



dpi 



dl. Öpr rf<i öpf dl» öpf» ^ dl, dl, öpl"> 

. d« dJV. dJVj 



^ di: dpr dp. • 

Und für den Fall, dass nur eine abhSngige Variable Torausgesetst 
wnrde, waren nur folgende swei Bedingungen, die sieh aus (2) bis (7) er- 
gaben, zu befriedigen: 



(80 

(90 



2 



dN 




dN 


d dN 




^ rfJT 


dpW 


dt, dpi^» 


dN 


^ d'. 


dN 


d dN 


dp^> 




di, dffi^i 



» 0 
= 0." 
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Es soll fUr die nächsten Untersuchuugea angenommen werden, dass 
die Function M von den Grossen: 

•"/»r» pi^^K'^ - pS", pr#> - pr 

abbttngt; es fragt sich, wie jetzt die Bedingangen flir die JV, Functionen 
kttten, wenn sie sich nnf die Form: 

d SM rf_ dM . d' dm 

dt, dpf^ 

d' 



(10.) 



" dp, dt, dpT^ 



dM dM 

»i"' dt\ dp. 



rf'i dt, dp), 
bringen lassen sollen. 

Es werden für diesen Fall analoge Beziehurijren gelten, die mit Hülfe 
der sclion entwickelten Differentiationsregeln des ergten UUlfsatzea her- 
geleitet sind: 

Da die »weitea partiellen Differentialqaotienten der A/. nacb 

pf», P?«, pr>, P?»N pr> 

zu Null werden, wie au» der Form (10.) ersichtlich, müssen zunächst die 
Ableitungen , p^^\ . . . nur linear in die Function A^, eintreten. 

Durch wiederholtes Diflferentiiren der Form (10.) nach den einzelnen 
paiiitiUen Ableiumgen der p^ und werden sich ferner folgende Be- 
ziehungen bilden lassen, die neue Bedingungsgleichungen Hir die Ax-Functionen 
liefern werden: 



(11.) 



nnd 



(12.) 



dp'f^ 
dN^ 



d*M 



dNi dN, 



d*M 



d'M 



dp^^dp^ 
d*M 

dpr^dpp 

d*M 



dpi"^ dp<i 



2U) 



dp^'^ dpf 
dNi . öiV, 



dN,, 
dpi 



dNi 
dpi 



dM' 



d*M . « d a*lf d o'iW d'M 



d*M 



d*iv 



d^M 



dNi 



di^ ~ öp^apr ^ *i apf» apr d<. ap?» ap?« apr apf* 
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Dnroli AdditiOB der Gleicbiiiigw in (12.) und mit Benttttang der io 
(11.) upegebenen Besiehongen wird Ng der Forderongt 



genttgen mttseen. 

Femer irird sieh, da nomittelbar folgende Besielinogen dnreh Diiferen> 
tiation der Form (10.) hef geleitet werden kOnnen: 



dfx 



+ 



dp, dpi 



dh 6f>r dp, 



d_ d'tl f 



d a*M 

dh c*/j!i"" c'p^ 
d* d'Hl 

älidh cp'J^^öpi 



d* B'M 

'^diidp\:"öpr 



+ 



diidpx'^ öpi dt^dtidpt 
rf»^ r'/W 

dt\ df^dpx diUhdp'^:'^ cpf'^ 



+ 



dhdv.dpf'^ 
d d'ht 



+ 



d* o'W 



(III) 

's 



dpi 



d/j d<, dpf^ öpi* 



•1) 



d« 



Ö»Jlf 



+ r 



dttdh dpi''' dpi ddapra^r 

d' B'M d' B'» d' 

dti dp.öpr 

d* a'*f _ 

■* dt\dh 'dpT' dp[^ 

d' r?'^f , ^ _ 

d/i öpi"^' d<?d<, epy'^ö/»r 

d« a' if 

d<id/i6pröpr>' 

d' Ö'Ä d' Ö'Ä 



-2 



d4 öpi"> öpF'» 

d« _ d'M 

dt^dti öpi"^öpr^ 

d» ö'w 



d*j öp^öp; 



d<i öpi"'^öp«^> d/i öpi'"^ c/Zi 

dil dpi''> dpp ^ dl] dpr^pr 



+ 

4 



d» 



(10) 



du dh dpi"' d/i dh dp, öpi"^ dii d/, dpi'"' öpi"^ 8 /. d/, dpr'dpT' 
d* ^'itf _ 5'* . d* a'ilf 

~ diidliöpröpl"' 



+ 



dt,dl2 dp^' dp^' ' d/Jd/aöpröpi"> 
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6pr dpr'' d*rrf/i öpi?'^ öpi"> d/i di 

d* ö^^^ _d« , ^ a' if 

<f<];dib apj"^ öpf» dl» ör<"^ dndh dp'r öpi"> 

rfii öpr " äpVäpr " d^idfj öpr apr d^ apr^ apr» 

_ £. j_ d* a*M _d*^ d*M 

d4 dpS-*öpf"» di?d4 öprapr d/.d/j api"^ apP 

^ dfi d4 apr apr d4 apr apf» ^ ^ d4 apr apf > 



d^ dpT^dpi' 

£. Jä'L. £. d ^ a'if d* d*H 

dpr " d^ apf» apP ' dt\ apr apr d? apr apr 

d^ a*ir 

dfld^ ap«"'apr* 
d' aiv. d* a'if d» a*iif _ g d* a»if 
dr? di^ apf* " dl? dh dpr apr dil dh apf» äpr> d4 d«» apf» api"> 

d' a*if d* a'ir d* a'if 

di^d«, apf» apr dÄ dÄ apS" apl"' d^di, api">apr» 
d« a'if g d* a*j> 
d4 dh ap?'» apr dij d^ a^rä^P ' 
d' ay, d' a'if d» a«* g d« d*M 
dhdü apf» " dftd^ dpr apr d<id4 aJS'^d^P " diS dj apf» apr 

d« a'if d^ d'M d' a'if 

dM3 dp'^^'^dpf^ dü dl äSFäaF diidg äJCaS»5 
a'g d' a'M . 
dl, dd apr apr dn dä apr apiy» ' 
£. ^ a*if d* a'if _ 9 a'ff 

d4 ai?> * dÄ apf apr ~ düdS dp^^dpr d4 e^P^r 
_ d^ a*j 
dilaprapr' 

di: apr ~ dtidp^'dpr'' 
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d* aA', d* r a»JW Ö'lf 1 

d' a;V, _ d* r 6)'lf 6»lf c^M/ i 

apf J ~ de,d& IdpS^dpr* api"»apj»' apr apfd ' 
d* öjv. d« r a'jf a'Ä 



dUdAdp^^ 

d4 äS*« " ap^apf»^ 

durch Summirang dieser iielatiooen (14.) and mit Berücksichtigung vod 



(15.) 



ap," ap.apa rfi. öp^dp, du dpf^dp^ 



d' 



dti apji**ap« 



4* B*M 

<i<a apl"'ap. ^ dil apP öp« ' 



folgende weitere Bedingung tUr iV^ ergeben: 



(16.) 



djv; 



d diV, 



d öiV. 



+ 43 



aA\ 



+ 



apA df,apr dhSpT^ ' 4i<japr diirfi^apl"» 
dd apr de, dpf^ ^ dA dtt dp^^ dh d4 äpi"» 



d' SA. 



+ 



ajv. 



+ 



ajv. 



apr ^ dt\ dpP ^ dij df^ dp?'' dij dil apr> 



+ 



d* aA. 



öAi 



diid^apP ' d4apr ap/ 



Durch analoge Sehluasfolgernngeii iiiid mit BerQelodchtigung der 
Gleichungen (14.) werden noch 



(17.) 
(18.) 

und 

(19.) 
gewonnen. 



aAj^_„_d^_dA^_ 2^ dN^ 

dpi''' dl, dpt' dt, dpP 
dpr du apf > dl, äp?»> 



aA\ _ d aA^ _ , d aA, 
apr d«. öpf ' d/, a/»r 



aA, 

aA\ 
apj">' 



awi 
ap£">» 
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Durch dieses fortgesetzte Differentiationsverfahreii der Form (10.) 
werden endlich noch folgende Bediuguiigsg;leichnngen in Betracht kommen: 



(20.) 



(21.) 



(22.) 



-3 



-2 



dt, dp^ 



d ÖiV. 



dt, dp[''i ^ dt', dpp 



dl, Ö|»f« 

+ 4 



dl. öpy 

d» ÖiV. 



^+3 



ÖiV, 
dt] öp$J'> 

ÖiV, 



d ÖA' 



d/, dl, Öpf > 
d 



dp^°) dt, dpp 



öA'. ^ d' 



d<; ÖMi*»J 



+ 3 



dl, Öpf^ ' dlj Öpf) 
rf' ÖiV, , „ ÖA, 



d#, dl, dpp ' " dii Öpj*»^ 



öiVj 



öJVa . 

dpw ' 



(23.) 



(24.) 



+ 2 



2.^ 



ÖA'. 



dl, öpj^^i dl, öpy^ 



ÖA. , „ PN, 



dt] dp^i 
d' ÖA. 



d' ÖA, d* _ „ _ 

dt, dt, dpp dt\ dpp dtl dpp di\dt, öpl^'J 



-2 



ÖA. 



dt, dtl öpp dt* Öpi>^^ 



+ 2 



d ÖA, 



dl, d/i^"' 
d* ÖA, 



- 2 ^ -l^^'- + 



d* ÖA. 



dl, dl, öpf) 

-3 



4-3 



dl, a^fJ ^ di; öpj"^ 

ÖA, d' ÖA, 



di; ai»p dl» öpf« 

d» ÖA, . d» ÖA, 



-2 



ÖiVi 



ÖiV, 



-4^ 



di, di; api»»> di; apf> 
Soll also JV« in der Form: 

dM d diu d dM 



dl] dt, dpp 

_ ^ 



ölf 



dpi dl, dl, dpf) ^ dl* dp ^ 



dir 



+ 



^ dl, dl, dpj["> ^ dt\ apjf) » 

daratellbar Mein, wo die Fnnetion M die p-GrOmen und ilure partiellen Ab- 
leitungen mir bis nur zweiten Ordnung ftlbrt so müssen die 
IVx-Ftenetiotten folgende Bedingangsgleicbongen erfüllen: 

3 
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(25.) 



apjr> d4 apf äitdh dpr ^ dild^ apf ^ 
dt, dd apf > rfil äflS^ ~ dp. ' 



aA'. 



4- 



dN. 



ajv. d aiv. dN. . d» aA; 

ajtf^ dl, api"» df, app ^'^^^ d^ apr 



+ (2), 



dh dh dpl"^ 



d* ÖN, 



rf' ajv. 



dg aiS^ ~ ^ 



d<J ap? 

d* dN, <<' ajv. _ dj^ ajv, 
d^d«. apr ^ ^' rf'i ««a äi»p ^ d^ apr 
awa . 
""apr»* 



ajv. 
dpr 



d aiv. 



d' aA, 



_d^ jajv^ 

dk apt"* ^ dl? apr 
. .... d-.ajv. d' aA, 
^ ^ di^d^ ärf^' d^ ä^F " dl? api^ 

diSdi, apr df, d^ apP di$ apf'^ 



öA'i 

ap«"«' 



ajv, 
apf' 



d* 



dh apP 

aA' 



aA, 



dTdi ärf^ + ^'^'^^ dü dpP 



der apP 

_a.v,_ 
apP ' 
d' aA. 



j9iV, d aA, d aA, .o\ a- 

apf « du äpi"> di äS^^ dl? apj*'^ 



+ (2). (2). 



dtidhdpf^ 



d*5 api' 



aA'i 
api"^ 



apP "^""^^diiapP ^^'di,apP 



+ ^*^^d^apr 



dhdh apF 



aA, , d* dN, _ aA, 



d4 apf> apr' 
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(25.) 



BN , 

BN, 



du dp^ 
du dpf'^ 



^^'dudpr 

6\i BN, 



BN, 



BN, 
BN, 

aiV, 
api»« 



dpS"» 



BN, 



öpV 

aA^i 



öp! 

5A'i 



» öpr> 

app." ap<"> ' öpr ~ apt"»' 



apf> 



worin die x und entweder gleich, oder verschieden anzunehmen sind. 

Für den Fall, dass x = X ist, also nur eine Fancdon N vorhanden, 
werden die letzten fünf Besiehnngen in (25.) von selbst crftillt, also fort* 
, fallen, und ebenfalls die erste Gleichung, da sie sich additiv zusammensetzt 
aus den Übrigen Relationen, falls dieselben in entsprechender Weise nach 
den unabhttngtgen Variablen und ^ diiferentürt werden. 

Ftlr den allgemeinen Fall, wo M in Besng anf die Ableitungen der 
p von beliebig hoher Ordnnng ist, s. B. v-ter Ordnung, nnd im tibrigen 
wiederum zwei nnabhttngtge Variable angenommen werden, leiten sieh die 
Existenzbedingungen IQr die iV.> Functionen in genan derselben Weise 
ab, wie es für den speciellen Fall y » 2 dnrchgeftlhrt wnrde. Sie mOgen 
hier in Kürze angeführt werden: 



Die Darstellbarkeit der Functionen A^„ iV,, ...,iV, in der Form: 



a« 



ä 89 



ajf ^ ii' 



Bm 



a« 



dpi du apr dh apr dti apP ^ dudh api"* 
^* + + + + + 



^ 44 apr 

ist an folgende Bedingungen gebunden: 

Die partiellen zweiten Ableitangen der iV^-Functionen nach den 
Grössen: pj("''^pi"~'"^..p^'^ mttssen yersehwinden, nnd daher pi*"^ .^.p^^'^ 
linear in den Ng auftreten. 

3» 
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Anaieidem miiM identiBeh erfttltt werden: 

dN, _ _dNi^ aiV, dNx BN , _ dNi_ 

/l\j'2»— 1\ aAT, _ /2\/2i'— 2\ dS^ dNi . 

dN, /2\/2v—2\ J_ SN, /S\/2»— 3\ _1 ^AT, 



aJV, _/2»— 1\ aiVj /2y— 2\_^ c>AV ■ / 21» \ ^iV, 

apf'^ l2v-i; dt] öpr*"» '"V2»-2>) rf/, apf '^V2i'-'2; dtl öpi"*** 

X /^äf-iN rf* _a^- . /2v— 2\ ^'^"^ _ aA'A . 
"^^ 12^-2; dir dt, öpr^-'« \2^-2) apf öi^p'^ ' • 

ajv, /i\ /2»-2\ <^ aA, /2\/2»— 3\ _^ ^Jy» 

öpf W ^2»-8>) rf,, api*"-'" ^i>' ^2»-3; rfi, api''-*^ 

. /2»-i\ j. ^* aAv 

. /3\/2»'— 3\ aA. aifi_. 

"•■ ^2; l2»r-3; 7/1 api -^-"^ ~ apf-"** 



/2»— 2\ ^ aAf « /'2»~ In A 

a,f^ ^2,-2; dp^''* U»- 2; dh apr"* 

. /2\ /^2v-2\ aA , /2»— 1\ /1\ . aA, 

+ V0A2»~2; öpf \2p-2)K0) dhdk dpi""-'' 



ajv. 



aAi 



+ (2»-2) d4 öpf " api"'-'»' 



aA, _ /2r— 2\ A _ /'•^i'-Sn ^ aA, /2y — 1\ ^ aN« 



Digitized by Google 



21 



X 



öA* /2»'— 3>_^ _ö^x /2\ /2v-4\ , /2»— 2\ 

, /2\/2y— 3\ /'3\/'2v-4\ _öiV, /2v— 1\ «II dN, 

u; Ur— 4; d/, V2; \2p-4)dti dpr~*'^ 4;d<j dpjP'-"' 

^2.-4J d/i d/, öpf-^'^' ^2; V2V-4; di.dti dpi'-''' 



/4\ /2»-4\ ^ ON, diVa_. 



öNj ygy— 4v d Ü.V, /3\/2y— 5\ ^ . /2\/2y— 3\ 

öpi"^^ k2»-6/d/i öpi^'-*-« vaAsy-ö; rf/, öpf koA2»-6J öpf 

. /3\A2y— 4\ . /4\/2i'-5\ <** /2\/2y-2\ ^JV« 

U Agr-ö/rfi, dWBpT~^^ \2)\2y-b) d^dpf^^ K.oA2w-b) dtld^^ 

^21^5; rf4 dh öpf ^2>' '^2»'-5>' dl, dpi"-^» 



_ajV, _ /<2v— 3\ ^ 5^x_ _ /2v-2n 

if2v—S\ /2\ f , /2y — 2\ oA' x ^ /'2v— 1\ _^ 

_ /2y— 3\ /3\ ^ _«^j'5L« /'2v— 2n, ^A^. _<^2y— 1\ ^ öiV^ 

V2v-3Ao; öpf'-« ^2y-3Jd,-dr, öpi""-») l2y-3j d|'d,J apf'-y 

/ 2y N rf' _ ^^-L_. 



dpi 



-1 

rfli dpi" 



tf«. dpT 
+ 



dl? apr» ^ rfi, dl, öpj"» ^ d4 öpP 

dir öpi""^ ■ ■ d^" öpr> ~ ap. ' 
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Endlich werden die Bedin^ngen ftr die N„ wenn sie in der Foim: 

r ditf 

(27.) K = (-ly-f* ^^^^'ir.-;;^, ^irdif....dif dpi*'^--' 

duBtellbar sein sollen, worin M jetzt in Bezu|^ aut die von v>ter Ordnang 
ist, ß abhttngige und k anabbäit^i>it^ Variable enthült, wie folgt, lauten: 

d. h. iVjy kann die Grössen 

^3,ü...ü) ..,py*-.02r) _J3r-11...0) .,|^ü...wair-i> p(f>f,...C,) 

nur linear enthalten. Und es muss ferner (28.) identisch erfüllt werden: 

SN, dNi 



(28.) 



(«I + + =* »•-); etc. 



dpi" 



|{»'-ltU...Ut} 



dNx 



d dN, 



/2v— 1\ »_ /2w— 2\/2^__« c^A^^ 

^^^2r-viu.„u) ^,2r-2; </<j apr"""" '^ ^2»— 2Al> d«, dpi""-'*""* 

_/2»— 2\ ^ /2v^2\ ^_ 

ttt^ öpi^''-""'"»^ \2v—2) 4t, ß^^y-nmM...ui 

_ es, _ _ _ dN}, 



öp£ 



ar-Wlü...(J) 



^2* — 2\ 



^2i'-2Ai; di^ dpi''-*^-"^ \2v-2) g^^r-«.uo...«o 

_ öiv, _ _ _ ajv^ 
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/2y— 1\ ^ /Z» — Z\ » qw« 



2»— 2\ <' 



2»— 2\ <^ 



/2i'-2\ <* _ — 3\ /3\ 



i^r-»...lll} 1 



2»— 3\ /2\ ^ 



aiVy /2»— 2\ ^ gJTy /2»— 5\ /2n » 



BN. 



aA'i 



;2r->llW...Ul) 



(Vr~3ini...U) 1 



a^, /'2y— 2\ _/2>'-3\/2\ f'-^'x 

f2¥—Z\ _ __ _ /2v- 3\ ^ c?A^, ^ 

" K2p^v dt^ ap?'"^'"-*"' ^^2» - Bj dt^ api*''-'"'"'" '"^ 

/2n d dN, dNi 

Kl) du ap?'-'"" ""'* " ap?'-"" ' 



ajy, ^ ay,f ^ ay, << ajv. 
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Endlieh werden die Bedlngangeii für die wenn sie in der Fonn: 

darstellbar sein sollen, worin M jetzt in Bezug auf die von v-ter Ordnung 
ist, fi abhängige und k unabhängige V ariable enihäU, wie folgt, lauten: 



29 



0 



d. h. iV, kann die GrOasen 

nur linear entbalteii. Und es musä terner (28.) identisch erftllU werden: 

ajv. öiVi dN, 



(28.) 



_ __ 

»Ol ete. 



«•• ) 



aiv. 



api*"'»"''-"' ^2f-2> rfj, 



2>— 1\ 



aiV » /2v — 2\ /2^ _fL _ 

api"-»"' •'^ ^2>— 2; d«, api"-'*" "' 

<i dNn /2»— 2\ d 



„/2»"2x a /2»— 2\ « ? 

^»-2; api""*""""* V2»-2y dt^ apf 



• « t • »« » • 



_/2v— 2\/2\ ^ ^A'« 



_d ÖA, _ 

/2»-2n 
...tij \.2y-2; rfi 



rf«. ap? 



/2v— 2\ /2\ _£ "^"t /2v— 2n _d o"' 



dt, dpr-*""^""^ 
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♦ 

/2» — 2\ <^ /2»'— 2\ öN, 

A ^iV> , dji 

dt, apf-»"-«« öpS'"-"-""»' 

aiV, /2»-2\ i <5A;^ /2v-3s/3\ <^ 

_ /2r— 8\ 5A'> /2v— 8\ 

d dN^ _ dNi 

SN, /2»--2\ Jl_ /2y— 3\ /2\ _^ 5^. 

5pjir-aiiü...i9-V2»--3; d/, öpS»'-»»">-<9 k2i^— SAl-^ d<, apf 

/2»-3\/2\ ^A'« /2»-3\ öiVj 

rf dN» ajVjt 



aA^. /2>'— 2\ <^ ^'V» ,^2v-3w2\_^ _ 

^pj3r-i.ü...üii ^'if-S; dl, öpi^''-=»'"-"0 i.2i'-3AJ d/, öpif-""-"'^ 

V2r- S>/ d«, 8pj»'-»'« -«> Vw2» ~ 3; d<^ öpf*'-'""""'*** 



dN, dN, d dN, d dfi. 
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/2»-2\ I / 2». \ ^jy« 

/2y-2\ SN, /2»— 3w2\ _1 _£iV^_ 

/2»--3x << gjy« 1 /2i>-l\ aJV, 

4. ...4. u. /2\ /2»-2v 

^ ^ W rfii apf •^•^••■'> ^ k2»-8; dl, api'"-^" "* 



, /2x ^' aJV. , . / 2» N giV. , d' 

rfi! apr-"*'-'' '*'^2r-2;diiapr' '«'>'^di,rfii apr-*"^' 

i.2F-2; di,_,d^ apf-*''"'* ~ apj"- 



ap» 4h dp^'^-"^ ähapT"''^ ähdpi^^ "' rfi, apf-""» 
. ay, . d' ajv, . . ajvr« . d* ajy. 
dif api"" *« ^ 4^ apr-*« "*■ ■ ■ *"*" ii4 apP äSP^ 

d« ajy, . rf' ajy^ d' ajv, d' ajv, 
dfidib dpr"" "» ^""^ dt.-idt, arf"-'"« dl? apr"-** d4 apr-" • 
- _ il - ajy, _ d' aiv. _ d» aA, 
"* d«J ap?-'"> dijdb apf" diidl apr- -"^ "* rf^-i apf 

d' ajy, d* ay, ^ 

" di._i dd apj"-""^ dl, dl» dh dpip^ * " dt dl. _i ai. äpF^ 
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(2a) 



+ 
+ 
+ 



4t]' öpi*"*-'« ^ dir dp^'^-'^ 



dN , £1;^ ÖJV,, 

...10 T *** ' j^r 



rfÄ" apr ""^ 



dt,^,de:-' apf ap/ 



Es ist die Frage noch zu beantworten, ob diese anter (25.), (26.) 
and (28.) angeführten Bedingnngsgleichungen, welche die nothwcndigen Be- 
dingungen fUr die Existenz eines kinetischen Potential» sind, auch als hin- 
reichend erscheinen. 

Kö Süll liier der specielle Fall zur Durchführung gelangen, dass eine 
abhangige Variable vorausgesetzt wird; ferner solle n nur noch die zweiten 
Ableitungen auftreten dürfen und <brei unabhängige Variable angenommen 
werden. 

Dann wird fUr diesen Fall (28.) in folgende drei Bedingongt- 
gleichangen aufgelöst: 



1. 




ÖN 


2 




(29.) 2. 


2 


DN 


3. 


2 


dN 

appi'u 



-2± 



dN 



d dN 



di^ apc«"* dl, apf"« dl, apt««> 



ÖN _^ d dN 
dt, ^p('>">' f//. öpw 



(30.) 



d dN _ J_ ON^ 
d/, öp^'«"> dl, ä><""> 

Damit N in der Form: 

dM d SM d air 



-2 



d dN 

dt, api«>'j 



0; 
0; 
0. 



dp dt, dpi«« dl, apt«w> rf», ap«»"> 

darstellbar, muss eü die zweiten partiellen Ableiiuugen nur linear enthalten. 
Man kann also N folgende Form geben: 

^ = y. (/., K P, P^""', P^"^ P^"'0 P^' 4- 



(31.) { 



ViP^"'^ + y*P^""' + <fiP ""^ + yop^'"' + yi; 



-(HU) 



WO ^9»...)p7 aiii denielben Grauen fit4i^p>/"^i/'^Tp^' wie^i za- 
MunmengeseUt sind. 

4 



Setzt man: 



" dp' 



(82.) { (?= J Ndp:^p''^^J ip,dp^p'^ f vtdp + p<^^ f if>,dp 

+ P^'"^/ tp,dp-{-p''"''f^,dp+p<^"^f (p,dp^ J<f,dp\ 

80 wird innerhAlb des durch die Grenzen /',' t\, tl (i ti fest bestimmten Integral- 
bereiches, wenn die Variationen dp, <lp^""\ dp^****^, dp^"«' an den Grensen ver- 
loliwinden aollen, folgende Beziehung gelten: 



(33.) 



f' N dp dl, dt^dt, = d y"' /'^ Q dl, dl, dt, 

<T 'J >\ '? '*? '? 



<! 4 >i 



Da durch partielle Integration folgende Bezieliuiigen statthaben: 
4f tS rl <? 'S tt 

--«i ö(? >_r«iü^ _ r' /•'■ /"i 



't 'S iS 



1} »s «: '? 'J 

'? 'J 'S 'S " " 

Jl r'\ rt\ p\d ^O jigim^, at dt.' 

#• 

r| r-^ 

it 'S '? 



'i 'S 
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t* I* ,* t* #• t* 

•I '» 'l '• *t '» 

'? '5 '? 
gebt (33.) ttber in 

»• I* ,* I* 

ii fj (i /i »» (j 

- / / / «^'»^'"^ + V"'' + äp^'^jät^ dt» dt,. 



(34.) 



worin 



(3Ö.) 



Ii- 



Ct <« 'S 



d o(j _ w 1 d dQ 

\ d dQ d dQ l d BQ , 





l d dQ 1 d dQ d dQ 



gesetet ist. 

Dareh partielle DiffereDtistion TOn £|, Ln £3 nach p nnd Termilge der 
Relation (29.) S. 25 werden: 

d. h. L|, £, und sind ?on p tinabliXiigig. Hit Bemibning der entwiekelten 
Differentiationsregel des ersten HtUfBatsea 8. 5 n. 6 werden Üotgende weitere 
Beaiehnngen gewonnen: 

d'Q d^Q _ ^ _ dL, . 

_ _ 1 d'O OL, 

_ 1^ d'Q 1 d'Q aL, dl, 

I a'O ÖL, . dL, d*Q 



ÖL, 




öpf**« 








Öp(w>») 


^pC^'J c;pt""J 






öpt""J 


~ äp<"*^pC"»^ 






dptfm 


™ öp'"*'^ apt*^ 


1 





ÖL, 



» 



d'Q 



di^ dL, _ ^. dL, _ ai^ 
apcwi)t ^p(UK9 — apCMii) — dpc*'^»' 

1 d*Q dL, dL 



dp«"U> ap<^) 



= 0. 
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Daher werden tHek die £-FiiDctioBen auf folgende Form briagen lasaen: 

(87.) L.^ftP^-'f, 1*^"« + A P«""» - A 9^ + A P«^ - r. ; 

(38.) = A pt'«^ _ z', p«t«9 + (/; + /-,) p(t«) + p^» - + ; 

(39.) L,= -np^- A p^«"> - A p«""^ + A p<"») - As, p'"^ - fu: 

worin die Al*"»nctioiieii die Grössen A» <»i P^'""\ P^ ^ P '"'^ enthalten, aber 
unabhängig von p sind. 

Es soll jetzt der Nachweis geliefert werden, das» sicli das integral: 

f' (£.*p^+ 1n3i^Ji-L,»f^di,dt^ii, 

^ *X '! 

als die Variation eines dreifaclien Integrals einer Fanetion von 

I / t n""") ot""*) 

►IJ »2? »Jl P J P ) P 

dantellen iSsst, wenn wir annehmen, dass die Variationen (Tp^'"^, (Tp^*"» nnd di^^^ 
an den Qrrenzen des Integrationdnierralles verschwinden sollen. 
Es lüMt sieli nnn fblgendes Integral (39*.) in dem 

.1,, .43,, ß„ ßj, und C„ C, 

1^'uneiiouen von /a, <i und den von diesen abhängigen Variablen PuPi^p^ 
bedeuten, 

I ^/'' / V ^^'''»"^ + ^^''^ + + ^'^"^ + 

(39,.) t\ ii tt 

+ c,pr^ + + B,pr« + criT^ + D) dl, dk di^ 

wenn wiederum die Variationen ()p„ Jp^, Jp) an den Grenzen versdiwinden 
BoUen, umformen in: 

tt li 

+ (pr +pr + pr + pj-^I^ 

az> rf4, dß, 

+ (pr|^+pr§^+pr^;;+-+- 

, öz? dA, dB, arN\ 
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und dieMB Integral ISsrt sich ttbeifttliron in: 

+ Vöp, dpjP^ dpjP^ öp,/^* 

, ÖD dA, dB, ÖCaI , 

+ L^8p; ö;,v>'« +'^ap. ap,^« +Vöp, öp/» 

■^Lidft-SÄ-J'^ -^^wr^^^^' ^^errwJ^ 

+ ^öp, öp, ^"'f + \dp, dp, + ^ap, dp,J P' 



dD dA, öß. 



Das drei&che Integral 



wird nun in: 



(40.) 



'*T 'S 'S 

. + (C, + i?,) p^""' + B.p^'^ + C,pP«J + D } rf/. dl, dt. 



übergehen, wenn die C eo als Fanctionen von l|,<a, 
bestimmt werden, dass: 

da 



(41.) 









öp«^'^ 


dA, 









- ^ dB, . ac, ^x^i , 

^_f.dB, _ dB,__ dC, _ r'>C 



Ö/) dA^ 
öp'"" 



an aii ö<, 
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feiner: 



(42.) 



84 dA, _ dB, dB, _ 9C; dC, 



dA, 



dB, 



dB, 



SP 8ii, ag, 8fi 



und ftchUesalicU: 



(43.) 





dA, 


Öpt«"J 




dA, 


dA, 


apt*"» 




dD 






ai, 



aß. 



8p9»^ öp<W 

aß, aß, . _ 



ats 



8p*"» öp^'"^ 
dl, 



ap*^^ 8p<^ 
8p«*"* äp^"" '** 



Ali 



wird. 

Da imn die Fonetion anler dem dreifocben Integral (40.) die GrOeaen 
p<^,p<"^\ pvn>,p(i"9,p("">,p««o nicht entbatten soll, bo geben dieBeatimmiingB- 

gleiühungen (41.), (43.), (43.) vermöge: 

(44.) .4, = 0; Bi + ^«Oi C,+^, = 0; C;i+Ä,= 0; fi, = 0; (i«0; 
Uber in: 



(45.) 



ap' 
aß, 



ap" 



aD 



a^_ ac, 



_^aß,_ac, __ 



ap^'"" aia ai3 
ac^ aß, V -^^^ --f- 



ac. 



ap 



dp' 



dp 



= A; 



. dD dB, dC, . 

- A + A; öiT" 8*7 " 



ao 
öp^^'^ 



. 5c a^ . 
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Oder es mUsaen die Gleichnngen in (46.) gelten, die aus (45.) darch 
partielle Differentiation nach den p^"^, j»^, p^"">-Gr(iMen gewonnen und: 



(46.) 



Bp'^'^'^ Bp'^''> Bh^Bh' 
+ dp'««» - + ai, öl.' 



Wenn aUo (46.) erftllt iet, wird 

/ ' f'f' [L.^p^'^'In^p^'^+L.dp^y } Ä„ dl^ in 



(48.) 



<! tl iS 



'S 



worin ö jetzt nur noch von t^, /„ f>^*^ abhängt. 

Mit Bezufi: auf (35.), (37 ). ^38.) und (39.) werden sich die einseinen 
Aasiiiucke iu (46.) wie folgt entwickeln lassen: 



1 _ _ _ 

2 öp'wij £^^(iui)^p(iüuj öp^**'^ oip(""*i' 



öpt««) ^ pC»*«) 



= 1 r ^"'f 



8*0 



Bpf}*») dp'^^^> 2 öp»w»J öpOü^JopC»^») 



dp(m'dp'^m 



d*Q 



2 öj»(»wJöp''""^ t^p^"*'^ 



<5V. 
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gf. _ _ d*L, _ _ . 1 d*0 



-1/ 



(48.) 



Differentürt man die Form (29.) 1., 2., B« in geeigneter Weise nach 
den putielleii AbleitmigeD der p-Grössen, so wiid man die Beraehnngeii finden: 

29. 3. fMuliell iiaeh und differentürt ergiebt die Besiebiing 

»1» » P^' » n ergiebt die BeEiehnng 

1 ev, _ ö'jri_ _ 0. 

» 2. » , » p'^'^ , ergiebt die Besiebang 

1 ^'yi _ n. 

„ 1. „ 1 , 1»^^ , ergiebt die Besiebnng 

2 apiw«» apctw* ^pHu^ — 

» 3. , , , p<^' n ergiebt die Beriebnng 

2 öp<!^)öpW»> dpi"")* * 
, 2. , ^ p^ n • wgiebt die Besiebiing 



1 a'y. _ öV. ^ 

2' apt'^Jöp*"*"^ 5pi^ 

Ea mOgen Diin <i,t„^...,io Becbs bestiminte Integralwertbe toq 

fiptäp, /<f,dp, /<fidpj yyo*i/> 
bezeiolineD, dann ittsst sich Q die Form geben: 

I p-P«^(*.+«»,)+P<"^(<»+«.)+p*^H'»+«^) 

worin die a>. noeb wilUclIrliebe Functionen Ton Ix, pP*^,p^ nnd p^' 
lUnd, nnd daber der Bedingung onterworfen werden können: 



0. 
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(60.) 



öpUuui' Öp(««iJ« (^p(iüuj' öpO«»)» ' 

Ist ttber die Wahl cter wiUkttrliohen Fmictioneii » in der Weisef wie 
(60.) angiebt, verittgt, bo wiid, da die rechten Seiten der GlelchiiDgen in 
(&0.) fest heatimmte Fnnedonen von f., ^, p^,^^ also tob p frei 
flind, der sich ergebende Wert Ton Q ans (49.) den drei ersten Qleichnngen 
in (46.) aach Geattge leisten. 

Mit Httlfe Ton (35.) wird ferner: 

eo d'Q a*Q 1 d'Q 

, /, X ao 1 a'(? 

_ i „u uu) _ 1 . _ 1 a'O .6««, _ ay?_ _ _d:Q_ 

Dann wird weiter: 
dp(<iv^ ^ öpW) Bfl^Bp^'">Bt^ ^ d^i^B^^BpP 2öp(»"»öp«^ö<, 

. 1 a'o onu. 1 a'o 1 ..m. 

^2 dp("*9dpcn<9dp'^ ^2 («»>apP««öi; ^ 2ap<*"J ap<W)öp" 

_ 1 a»g 1 a'o ^ a'g 

8 dpf^^^apO^^ai. 2 «»p<»<9dpl>u*>dp'^ ~öpf^dp*»"'3l, 

6 



Digitized by Google 



34 

2 öpt"«i ^pf»")ö/, 2 öpC") öpt"»'dp'^ 2 ap("") dp<^^Wl, 

^ 2 ö p("") ö ~ ö p(""o a pi"'"» ö /, öpc<«ß) e p("»"> ö p ' 

SpSa* öpc««>) 2 öp<"n> 3p(«^öf, f api»"") öpf^^jap*^ 2 ap«*')dpt"">d/, 

^2dp(«i)dp(^Jdp'^ ^ dpt'»^apt>"«'>öl, ^ dp^dpf^dp*^ 

_ d*0 _ 1 c)'(> 

dp(*»>dp('^>dl, dp(*"'dp(^' dp " 2 dp(*'^ dp^^*") d<, 

_1 ö'O ,u,.o_l ö»0 1 _cl'C> _ .00,). 

2 öp('«»öpi«'»)öp'^ 2 öpl»wJöpP««)ö/, 2 9pl»"*> öpC^u'^dp*^ ' 

aA, _ 5»c> ,1 _i ^ a'o 

^ ap^'^'^c^pc^^Jöi, ' 

*•* ^ ö/, 2cp^"">öp(""'Ja/, öp(^*'>opi"")ö/, öp(""' öp("»"3ö/, 
1 c)»(? . 



2dp<M«}dp^i>af,' 
öpi*«9dp«*»Jaij* 

Faaat man die eben entwickelten AnsdrlleJce nuammen, so wird man 
folgende Beriebungen finden: 

5p^M9"^ap^""j ö/,"^ö/, ''■'^ aplapi^»^^ap<«« 2 öpi"«<>öp<«^ ) 

apl2öpi'w)dp«"'^ ap<^api««of^*^ ap 12 ap<'*'*»api'*«» 2ap**»iapt»«9j» 

5iS*«">^apW" aij^a«, 2*^ öpläpt»»ö5^p'ö dp^^dp^i 
_ A / _ 1 g'O 1 _ '1 f 1 a'O _ ö'<? 1 . 

" dpldpi'^dpf^) 2ä|^üü^^p^j P apl2 ap<'"*)apC^> dpOMtJdpC^i' 



^ kjui^ .o Google 



Nach (32.) aber wird: 

^'R 1 _ ^'o_ _ ^ r . _ 1 r a*,. 

öpC***J dp(""» 2 dpt"'* öp("*" öpC"") 2./ öpu«>) "ri 

1 ^'c» ^'0__^i rjrf^,^ fAv,__^ 



(51.) 



dp(»oap(*^ 2öpt"")api»«*9 öpt'"'j 2^ öpt>«*9 



ap(""^c?p''*"> dp^""Jöp(""> öp(""') J öp 
Man wird nun finden, wenn man 



29.) 2.) parüell nach p^"^'' 


differentiirt, 


da8ä 


Ö<P, __l 

dpti"^ 2 dp<»") ~ ' 


« 2.) 


n 


n 




1» 


II 


Sdpt*"*« dpO«»»>~"^» 


» 1.) 
« 2.) 


n 


n 
n 


p{0") 


1 " 

' 11 


}> 
n 


öy* B% _ A. 

öptl"*!"""» 


» 3.) 
« 2.) 


11 
n 


ji 
11 


p(iiü) 


1 " 


» 


Öy, _n. 
apiEMH) ap(^*'^ * 


„ 3.) 


» 


11 




»1 


II 


ag), 1 ö<3p, 

äpl»») 2 dp^'*"« ~ ' 


« 8.) 


1» 


II 




II 




2dp^ dpt»«i> — ^» 



5» 



de 



29.) 1.) partiell nach differentürt, dass g^,-|^=0; 



10 

8.) 



j) 
n 



tl 



1.) 



Damit die Bedingung (46.) erfüllt wird, diid alio die wilUdtrlieheB 
Fanctionen eo,, co,...a», nur so zo beBtiiiimen, daas 



(02.) 



1 d(0. 



2 öpf'«») 



3w. 



2 apt"»«» ~ öpo"» 



'»1 



'(0, 



1 dio. 



1 Ö 



erfüllt wird, worin die i^'-Fuiictionen durch die Walil der t- Werte (aiehe (49.)) 
fest bestimmte Functionen vou den Grössen /„ f fj, p^'"'^, /?^'""^, p^""" sind. 



Wi l d 11 sich also die sechs willkürlichen Funetioneu to,, w, 



cy„ 80 



bcötimmeu lassen, dass sie den Differentialgleichungen in (50.) S. 33 und 
(52.) S. 36 Gcnllge leisten, dann wird aiu-b der sich daraus ergebende Wert 
YOD Q derart beschaffen sein, dasa (47.) befriedigt wird, und nunmehr wird 

(53.) /'• JVrfp dt, dt, m d f f (Q - D) dt, dt. dt. 



'S 



übergehen. Da i>, wie schon hervorgehoben wurde, nur vou 

abhängt, so sind die CoeMdenteD Ton pt««), p("% p«»««), pi«"> in 

Q—D dieselben wie in Q. 



Es bedarf, um weitere Entscheidungen über die hinreichenden Be- 
dingungen fUr die Existenz eines kinetischen Potentials fUUen zu können, 
einer Erweiterung der Umkehrung des „dritten Httlf8atzea"f jener schon im 
Anfang unserer Arbeit citirten Abhandlang. 

Es Bind dort die Bediognngen fttr eine Fanetion f von 
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d df dl df 



Angegeben, wenn f der Differentialgleichnng 

öf _ ^ df 
dp dt] Öp^''' 

ideotisch genügt. 

Um den Satz für unseren Fall anzuwenden, soll f abhängen ywi 

'i, t„ p,p<"'\ ptoiu)^ pt«">, pt*"«, p<J«o...p('"»', pi»"> und der Differential- 
gleichong: 



(64.) 



dp dUcp'^^ 



d dt 

dhdp'^"^ 



d df , d* df 



dtjdp 



7'») 



1 JL.4. 
I • ö ^ fitw« l 



d/1 ap<*^ 

df 



diidhöp"'"^ dtldp^"^^ ' dudhdp 

identisch Genüge leiateoi woraus sich folgende Bedlngangen fUr / ergeben: 

Da die Coefficienten Tieiter Ordnung von p verschwinden rnttssen, 
so wird 



(55.) 



^ =0- 

-^ = 0- 

und ferner 
5Y 



ö7 



= 0- 



= 0; 



2 



df 



ap(<»«)öp('^^ ap(>"»* 



0; 



av 



av 



sein. 



(56.) 



Dann wird man / die Gestalt gcbeu können 
f = pi^i +p<"«') +pi««) ^ + p<'»"> y*+p<«"> y. +p^"^ V6 

+ (p(*^ p(W — p<»«V) + (pP«») p«W<) _ p(i«0 pOW)) ^ 



- 1 



38 



worin cUe ^FaneticHieii nicht mehr die zweiten Ableitungen der /^-Grössen 
enthalten. Bntwiekelt man (54.) unter BerUcksichtiguug von (56.), so wird 
fHe DÜferentinlgleichnng folgende Form anneliraen: 

+ A.^ (p'^*^ p^"-'"' - p(""J') + A^ (p^-'*j p^""> -p("«' p('"»i) 

worin die wl-Fanctionen folgende Bedeutung haben, and jede einzelne ver- 
flchwüiden mnm: 



(57.) 



(68.) 



_ _ V'j „(üiu) ^ V i , " ^7 1 Q ^ _{uio} _i_ ^ '7'» _ 



dp^ 



^ dpdtj ^vp-'P P ^ dp^^'^'idt^^ dp^>^dpP 



,(<>!«) 



+ -L ' «»1) 



' ~ öp öpt"»">ör, öpi""^ ö/, dp<'**">ö/, apt"'")' öpi»'") ap*^ 



»((MO} 



(59.) 



ap« 

,(1U0) 



^ ^ dpdtP ^ dp*P ^ dp^ dt, ^ dp^'^dp P 



4. ^yitnOU") «('"') _ 0* 
^ dp* P P * 



ap ''"(9pf'*")ö/, apc"'^ a7, cpi^^*^>dt^ sp'^^^^ dp^^i dp 



(60.) 



+ 2 
+ 



ö\y„ 
dpöt^ 



dp dl/ ^ dp' 

ap»^ F ^ap*'»»>ai,^ap^"^')ap'^ ^ap('*")ö/, ^t5p<"«»)i5ir'^ » 
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apa«;'' ^p*^'' + dp<'«^^apap("«'>'' 

ap(iw9ap<!««>* apt'"*»*a/, app*«« ap ^'^apwa^a*, 
^^aptwii öp P dpof«)dt,^^dpi»^dp'' ^ a#| apii 

4. ^'»;o „(OHO« . P'y* I £* y «(üw) ^*ya ^ ö*y, 

apa*, ^p^P +5p«=B>^+ apt'"»ap»' 

ai.a/, apai, ^ ä^'' "a^^^ ^ ^^pii 
-2 I^P^^-^-a ^P^-V^«^'^ = 0; 
^. = 2^*1-9 ^*y* ^y« -ciw)j.^*y» 

^^apdf. P ^ dp* P dp^mBü^^w^äpP 

.^^ apw ai, ap*"«« ap ^ ap<^)af, + apö"'^ op ^ ar, äv, 

- ^* 'y'"> _ ^' y^L « ^'yi» «(WO «(wiü) _ o _ 2 oP*"> 
apöi, öpö/, ^ip^** P ^ dpdt/ 

^2- ^^* 2 «w»(Mß')4. ^* y> . y y > (.„.)_ _^y.i 
^WäT,*' 1^ + api««oai, ^ apc"'") öp ^ a*, 0/, 

1 dpdt,^ dpöl,^ ^ 



40 



(64.) 



(65.) 



■ Q^y» ^*sp. . o ^y. ^'y,o „ ^*yi<, _ 

"•" vSp" öp(»«9*"'' dpimdpß«»> * dp<V"') dp(w») dp(H*4df, dpimöpr 



(66.) 



a'y. nan a*y, ^'y* ■ . i ^y.. 

aptwjdp V • Q^m^ apwn;*^ ap<^ap<^** "'' ap«»^ ai, 



(67.) 



— ^ ap ^ap«»^ai^"^5pf^ap ^^Bp^^dti^ dp^^dp^ 
apcw^a^ ^ ap<»«9ap ap*^* ^ apf ap*»« 5ppw»^p(«ii) 



^apf^^apw ap^ ai, ap«wap apt^a/, app^ap ' 



(68.) 



>4 = y.i 4. ^* y . a_ „(lüu) , sp„ ^'y.! „(ouo _ ^y» 

" 5p(»i^^aii^^ ap<"^ap ^ apt^'jai,^ epm^ep app^ai. 



^ apc«» ap ^ ap<>««) ai; ^ dpfi^>dp ^ ~ » 

_ 9 ^y» i. ^'y.a . ^* y.i „(.«» . o ^'y.. . « ^'y. 



(69.) 



" ap ^ dp«"» ai, ^ ap<?w) ap ^ ap«""'^ ai, ^ ap««^ ap 

^ * ap«""' ai; "'^ apf "»> ap dp<«"^ ap*«»« "»^ apt"»» apt**J ap****»»* 

4. ^'y* , ^* y« _ ^*y» „duu) _ <^'y.* ^'y.o „m^» ^ a. 
^ ap<f"'*'ap««"> dp(*"'>aii apt'«">ap'^ apt^w^a«, ap^"") ap ' 



'""~~§p dpi^dl, dp^'^'idp*^ dp»>»»dl, öp 



(70.) 




^ ^JP« pCno) p(a.j) ^ ^«Ti. ^ 



Damit also der Differentialgleichung (54.) Gciinp:e geleistet wir^f 
müssen alle Gleichimgcu von (58.)— (70.) befriedigt werden. 

Die eben angeführten Gleiohangen gehen für den Fall (der fUr uns 
Interesse hat) nämlich, dam ^ » ^ » » s 0) und «jp» » 12 wird, 
ttber in: 

^ (A\ _ ^* y» . 'f<. _ 0 • 

r73^ M \ - -— — -0- 



nnd 



r74 ^ (A \ - '^'^ 4- o ^* y. _ A. 

y^vaeyy Qpim Qp(Ui») öp''""> Öpt'^'Jdp^^*"' dp<'^^ ÖpP*"> " * 

rTfj ^ r>4 A = — ^' ^« _ 4- o ^ ^' SP» A. 

^ / öpwöpff*") öp«*'«*'^ öpfl'itoöpc»«« ^ apo«"> dp'"«' ' 



= 0; 



während die übrigen Gleichungen folgende Umformung cric 



(78.) 



dp ' öp»wö<, öp(wo>d<, öp«»»>ö<| öpt 



100)* 



,(001) 



Opiooi) öp 



+ 5 



öptl«öö(. 



5' r^, 



6 
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(79.) 



(80.) 



(81.) 



(82.) 



(83.) 



" * "'^ ap«»«)a^ dpfuwdt, SpSSoa^ dp(w 

4. «(oioj _ 1,(100) _ ^ ly>t „(001) , 

^ dptwoj ap ^ öpt"wö/, ^ öpiow) öp ~ ♦ 

V.^3;o ~ ^ "^p "T öp*<»Wö^ öpti<»>oii[ öpt«Wdl, öptoöi? 



iflw) _ 9^ gaoo _ 



^ ^ öpCOlO) ^ dptmoj ap ^ ^ dpU«»df, ^ * öp<M<» dp ^ 



(MO) 



J. , ■ * p(00.)4._^y»__l. „^Xr- «(001) « A. 



,(001) 



+ 2 



+ 2 



Öp(«»'J ^t^ ' öpt<»" öp 



_ naooi 



4. ^ « L _ 00tt«}4_ _r ^ 4. " v« _ (,(«« _ A. 



nnd endliob 

(84.) 

Bemerkt man aber, dass aub der pardellen DUferentiatioii der Form: 
(29.) 1.) n«h pO* remlürt: ^^-2^^^.«., 

«(101) _ O 



1.) 



„ :»_ _ 9 

dp<*«» 0p(««) 



0; 
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(29.) 2.) WMjh p<"<« 


resaltiit: 


9 _ 




. 2.) 




c 


H 






» 3.) 




0(011) 


19 






• SO 


II 


f 


J> 


#AAi \ ^ f ■ JUKI 


0; 

7 


. »•) 


Jl 








— tSUK 

ßpiOim 


» 2.) 


» 














^(011) 






dpm» 



0; 



= 0; 

■0 irefden luimittelbar folg«nde Beziehniigeii ans (78.)— (88.) herroigeben: 



(85.) 



= 2 



^ dpdp^^^i*^ ^ ö/, öp"*»> ^ öp öp 



^'•^r^ (001). 



ep "^£)r,öpiow 



cpäp( 



4. «(010) 1 



a*y. 



4. «(010) . 4. ^V» 1,(100) . 

^ Sj^d^(öüD + ai, apt«»> ^ ap ap««» » 

_ d'ii ^y. . 1 ay, 1 a'y, mm» . ay, 

apUooj dpwuD ~ öp 2 a<, ap««y 2 ap ap(«w dt^df^ 



öpöp(oio> 



+ 



cVSi 



ÖpCiooj ^pcooi) dp 2 c^ljapt^'ö"' 



1 öy. 



„(010) . 

r > 



,\ - ■ «(010) I 

^ 2 c*p ap^'^'^j'^ 



ay. 



, _ -y. own. _4._- x.._o - 

^apöpc«»'^ ^ o /, dp^*"> ^ ap ap««»»'^ ' 



a*ß 



öp<oio) ap(ooi>^ dp ^ 2 dt, apc«»^ 2 ap ap*!«»*^ ^ a/, ap(«»»> 

_ «(010) I 1 ^V » _ „(001) 



ay. 



ai^apüoo) 



ay« 



ay. 



4. '•^ «(010) I ^ y » 4. ^ _ «( 

öp dpfssnr ^ di^df^^ ^ ap apt**w 



6» 
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Am den Qleiclituigen (71.)-r(76.)i (84,) ist niui eniclitlüili, daas eine 
Fonolioii 

(80.) K^p^*pi-\-p^<h+P^9»+1^n+P^9^-^P^^9t-^^ 
in welcber die Ftmctiooen (pi, 92 • • • dleBelben sind, wie in dem Anidnick 
für iV, (31.) S. 26 60 gebfldet werden kann, das« 

(87.) 3 f' f* f' Käit dt^dU = 0, 

'1 't '» 

identisch erfüllt ißt^ unter der Annahme des Verschwindeng der Variation«! 
äp^^^\ dp^°^% dp^^ an den Grenzen dea Integrationabereicha. 

Denn, diiferentiirt man die Form (29.) 

1) partiell nach so wird a) 2^ = 0; 

2^ o<n") \i\ - — 2 - 0 

Differentiirt man 

a) partiell nach p^'^K . , 

' ' ' so wird durcii Öubsiraktion gewonnen: 

»1 »» P 

a] partiell nach difforentiirt, liefert die Besiehnng 
woraoB ohne Weiterea 

reanltirti alio (71.) befriedigt wird. 

In analoger Weise läset sieh nnn dnrch partielle Differentiation nach 
dw p'Ableitnngen finden, daaa 

nnd 

erAlllt ist, also aoeh (72.) nnd (73.) an Knll wird. Differentiirt man die 
Form; 
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(29.) 1) partiell •»cb p"«" ai«l|.«'«, «o L g^g'^w, - 2 g^aW a>«. ° "i 



woraus erhellt: 



wird II nach p^**®' partiell differeotUrt nnd zu. I addirt^ so ist 
erfUlt 

Durch fthnliebe DifferentiatioDsyerfahren Itlsst sich leicht zeigen, 
dasd (75.) und (76.), oder dass 

werdeiL 

Setzt man die GleichuDgen in (85.) der Kürze halber 



(88.) 



flo wifd: 

ßpUm ^ dpd p*fi^^ ^ öf, öpi«"»> öpöW ^ dpdpUWäptWO ^ öl, ö p(f^^ ap*m«) 

1. ^Vi „(0101 4_ ^*yt I . „(ooi) . 

^ äpSp9M*ögpioio) r ^ ö^tm^piim^^^ ^^^&m dpim " > 

und 

^p(^ dpdf^m f 2 dpcn">dp(a»>df, 2 dpdpfW) dpi<"u'^ öf,öpO«»>9p'*'« 

Es limt sich wiederom durch partielle Diffisrentiatioii der Form (29.) 
xeigen, dasB 
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'^'f^ .-^0- 



i- == 0- 



und daher, dsas: 



(89.) 



und dareh ähnliche SobliiBtfolgemngeii: 

dY _ dW dZ _ dV ^ dY 

ez dw ex ev 



au 



ist 



Beatimmt man dtrant drei Functionen 

'3, P^"): A (/i, 

und .J2,(<,, welche den Gleichungen 

^nttgen, deren allgemeine LOanngen dnrcb - - 

^-i-Mfuh'up); ßs+«08(<i,«ihi«.p) 

gegeben sind, worin d!e m willkttrlielie Fnnetionen bedeuten, so wird, da 

^BpvM» ~ ap<"*^ ' öp^oöi» ~ öp'f»'») ' öp«w* ~ öp«»»» 

iet» wenn i2 eine Lttiang der Differentialgleiohang: 

(90.) dn^S2t rfp<«»>+i2,rfpi««»+i2,irp««> 

bedentet, die allgemeine LOeiing der DUferentialgleiclmngen (88.) dnroh die 
Integralfkinetion: 

i2 =; S + «Ii (<|, t,, t,, p"^^ + (/i, p) p"^'"> + a>3 (/i, P) P<««» 

dargestellt, worin eine willkürliche Function der and p-Gröaeen, 

also unabhängig von den Ableitungen ist. 

Dieser Werth von S2 in die Gleichung (84.), die noeb nicht berück- 
sichtigt war, eingesetzt, ergiebt nun folgende Beziebang: 



47 



(91.) 



5^ . « 



^ dp' P ^ If^^^ dpdt,P ^ dp^P ^ dtl ^^dpdt.P 

4- ^'y« «(poi)' . ^'y4 . SP« «(010) . f*y4 «coo) i ^'y« „d«» „(ow) 



(010) .1. ^ ViL «(010) p(ooi) ^ " y» ^ _y » . dI<W 



ap» 



ai,a^^ ai,ap 



Wird aber (91.) partiell naeh p^^^ p^> aifferentiiit, so wii4 van 
finden mit Benataiing von- der Form (39.) nnd den BeEiehongen in (86.) 
sowie dnreh die Relationen: 

a'S a'j? . $*n . d*ii d'Si , 

a'ä a'ä a*ia a'j? 

a'/2 d' Ä 

dass das Ergebnis der Diiferentiation NnU wird; also wird die Gleicbang (91.) 
onabbKngig sein von pf^^ nnd p^^^K, sich also anf dnen Ausdrack ledudren 
yon der Form: 

dia, am, a«», ^^ti^' 



(92.) 



(93.) 



f(l t L o ^ ^ ^ Sf^l'j „ 0 



Es wird aber Jetst keine Schwierigkeiten maeben, die willkttrlicheD cui, u);^, lo^, w«, 
80 an bestimmen, dass (93.) befriedigt werden kann. 

Es ist also somit die Existens der JT-Fanetion von der Form (86.) 
nachgewiesen, deren Charakter so besebaffen ist, daaa (87.) identisch be- 
friedigt werden kann. 

Die Qleiobnng (87.) mit (53.) vereinigt, bringt die Besiehung: 

(94.) / "'f''N^pdi,dt,dt,^d f''f'''f^Mdhäkdh 
h \ ^ t\ t\ 4 

unter der Bedingung, dass die Variationen dp^ dp^^^\ dp^^^^\ dp^^ an den 
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Grenm des Integralbeieiobes tenehwindcin aoUen, wenn aaswrdem der 
Abkttnong wegen 

gesetzt ist, wo M mir die Grössen /„ t,, Z^. p, p^^'^\ p^^^^\ enthält, da 
die zweiten partiellen Ableitiingcii der p aus der Differenz Q~K Lerausfalieii. 

Aofl (94.) erhellt unmittelbar: 

dp dl^ öp««» dt, öpiow dt^ öp<«>ü ' 

Somit ist »och die Exittens eines kinetiBohen Potentials nacbgewiesen 
wenn dasselbe Ton den «weiten ]wrtieUen Ableitungen nnd direj nnab- 
bvngigen Yariabeln abbSogt nnd dasselbe ist dnrob: 

a BN d BN d BN d BN ^ 



(95.) 



dN 
Bfim 

dN 



dN 



-24 



dN 



dN 



dt, dpUUU " dt, Bp^ d1^ dpöiu 

d dN d dN 



0 



" dpW> dt, dp««u dt, dp«»» " dt, Bp^^* 

gegeben, welche als die notwendigen nnd hinreiebenden Bedingnngs- 
gleiebnngen für dasselbe gelten. 



Ks mag iiocli in aller Kürze auf den FhII hingewiesen werden, dass 
das kinetische Potential von höherer Orduuug in Bezug auf die p ist 

Die Bedingnngsgleichungen Air dasselbe ergeben sich ans der Form 
(26.), oder wenn iV beispielsweise die Ableitongm der p bis zn den 
Grössen p<«>, p^»» p^'^\ p^'«), p«*«» enthält und zwei nnabhängige Variable 
(/i and 4) Toransgesetat sind, unmittelbar ans (13,), (16.), (17.)— (24) för 
X SS wie folgt: 

d BN d dN BN d* dN d* dN 

^ dtt dp«"> dit ap*«> d^iB^ ^ dt^ dh Bp*^'' di| öpt«» 

dN d^ dN d' dN d* BN 
^^^-n rfifV^n dÜdhBp'^ dtMBp"^ dt^Bp'""* 

d* dN d* dN ^ 

7 d<*öpt«'"^ ii4öp<*"° ' 
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(970 



dN ^ d dN 



ajv 



rf* BN 



^£.-^^B 



dN 



d4 ap«»' 

aw 



= 0i 
d dN 



+ 3 



-4 



<<• ajv 



-2 



ajv 



dfsap' 



+ 



<ii|ap<«* rfijap«*" 
rf4 dp*** * 



2 



ajv 
^ap<3» 

ajv 



f 2 



ajv 



difrffg dp«*' rffirfiSapt"* 



(98.) 



und 



"''rffiap«»^ 



4l dJV 



dhdp 



+ 6 



<r aAT 



-2 



d aw 



diiöp*»' 

d dN 



-2 



3 



d ajy 
d/,ap«» 
d a^ 



s + 3 



d* dN 



f 3 



T all» — 



dijfap*«» 
d' aiv 



+ 4 



d' 



dN 



i-3 



d* aiv 



d<|dr, öp«»»^ diiöpt*« 



= 0; 



+ 3 



dN 



+ 6 



d(i ap«'> df2 ap<«> ^ dl? apt»> ^ dii dr, ap*"' ^ d^ ap' 



d* ajv 



(990 



2 



ajy A ^ 
dp^ diidp»»' 



d ^iV 

diidp^«' 



aiv _ o öa; _ 



ap 

ap<*» dT, ap«*» 



-3^ 



aiv 



2 



_ajv 



d aiv 



ditdp 

d dN 



= 0; 
= 0; 



= 0; 



dhdp'"^' dhdp*^ 
Durch geeignete totale Differentiation nach Ii und U der Gleichungen 
(970 und (990 erkennt man sofort, dasa aich (960 vnd (980 additir aua 
den lihrigen Relationen zasammensetaen und daher braucht N nur den Be- 
dingungen (970 ^ (9^0 ™ gcntfgen, wenn ea in der Form 

dM d BM d SM . (i* dSi d' öJf 



(1000 



N 



dp dtt dp 



dij ap' 



dii ap« 



. d* air 



d4 dp' 



daratellhar sein boU. 
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Et wird Bieb Eeigen laateOf data N in folgender Form : 

entwickelbar ist, da die zweiten partiellen Ableitongea der p^^p^^...pf^ 
Teracbwinden, also linear in N auftreten mtttaen. 

Giebt man wiedemm N die Gestalt: 



" dp 



folgliob: 



80 ergiebt üeb unter der Annabme des VerBcbwindens der Variationen 
Hp^ ^p«% 9f/^ an den Grenzen des tntegralberdcbs 



(102.) 



Ii 



's 



wenn 



1 



0 



1 



2 dl| öpt'^> dij öpWJ % dijd/, ÖpC» 2d<, dl»öp<«> 
2 di; öpi'ii» 
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/ 1 d dQ d dQ 1 d* dQ \ dQ . 

- dpf^" f dt^ öpCii) dt, dpW> 2 dt\ S 41, i<», öpW 

d* ^0 _ 1 1 d* ao 1 d* ao 

dfKö») 2 Iii; dpf» 2 dt] dt, apw 3 dt* ap<>») 

_d» ap 
*" dt* apto»)' 

bedeateo. Es wttre jetefc nur der Beve» su liefern, daas da« Doppeliotegral 



sich darstellen lässt als die Variation eines zweifachen Integrals, eine Dar* 
legnng, welche auf analogen Schlnssfolgemngen basirt, wie wir sie bereits 
oben entwickelt haben. 
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Liebenslauf. 



Geboren zu Flensburg am 10. Januar 1875 als jüngster Sohn des 
HauptiNistors Heinrich Friedricli Ludwig August Birckenstaedt, besuchte 
ieli, Max Friedrich Wilhelm Feilor Birckenstaedt nach Absolviernng einer 
Vorschule das Gymnasium meiner Heimatstadt bis Obertertia. Ostern 
1892 v«4rlies8 ich diese Anstalt nnd bezog die Handelsschule zu Flensburg. 
Nachdem ich diese Lehranstalt, welche siuh wählend der folgenden Jühre 
zur ReaU und Oberrealscliule ausbante, absolviert hatte, bestand i<Ii 
Micliaelis 1897 das Abitnriontenexamen. Icli besncliie /iinächst die Tecli- 
nische Hochschule zu Darm^tHilt, nm nticii dem Stndinm der Mathematik 
und Xaf nrwisRpnsehaffpn zu widmen, iiiui hörte daselbst die ffpriPii Pro- 
iHRsitren: u ii d e 1 Ii ii e r , Wiener, Srherinsr, Staedel, Fj-nner, 
Hennebersr, licpsius nnd Hnrnai k ttsteni IsvKt bezog ich die Uni- 
versität HeiilHlbprer, woselbst ich das Kollff,'- der Hei'ren Professoren: 
Koe n igs be Ige r, Koehler, (/uint kt, Kuno Kiselier, Hettner 
und Precht besuchte. Im T.Semester meines Studiums bestund ich am 
9. März 1901 das Staatsexamen für das höhere Lehrfach in den mallie- 
matiach-naturwiBsenschafllichen Fftchem zv Karlsruhe. Gegen wArtig 
assistiere ich dem Herrn Professor Scheffers In der darstellenden Gen- 
metrie an der Hochschule zu Darmstadt. 
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